Derived Semidistributive Lattices by Santocanale, Luigi
Derived Semidistributive Lattices
Luigi Santocanale
To cite this version:
Luigi Santocanale. Derived Semidistributive Lattices. Algebra Universalis, Springer Verlag,
2010, 63 (2), pp.101–130. <10.1007/s00012-010-0073-4>. <hal-00165699v2>
HAL Id: hal-00165699
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-00165699v2
Submitted on 21 Jul 2008
HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.
L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destine´e au de´poˆt et a` la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publie´s ou non,
e´manant des e´tablissements d’enseignement et de















     	 
	 
	        
 









 	   














 	      		 	 		 	    
	   	
 	            		











	  #$ 
		 %&
      
 




   
  
    			 







 	 	(		  	 	)  	 *"
		   	 
	 	 
	   	 
	
 *"		   
  	 *	 	+       


   		 

,   	 *"		 
	  
	
	   
      	 
	





 		 		 	  +		
)  	 
 	  . 	 
 /01
 	  
	  	 2&		 + 	 	
  	

    	






        

 












        
 
   















   	
  

	      
 
	  
            

	 	
            ! 

 	













    	
 
 
   




   
 
      # 	   

   
   
   	
       

	     	
       #   
       




       %&       
   '    	
               
             
	 
      









 (   

)   #  

	     







    
 
   +
  
   ,   
 
      
-      *     # 
	  















     # 







    
         
 ,  ( 	      
        	   
 
 +  
 &  
 %  
	   ( 

  (








  3 4$   





)  # 




   	 	 	    
-    
          &
 
	   
 
 5 





   
*  	 




    *
   

    




    	
  
         
  
 
     	
  
 
 #   

! 
 ,  
 
      
  
	   
  +









































      













    
      
    Æ 
(            6
	
 
   
(
   
 
   

    


































8     
   
   *

   		 














      





   	    

 	   
   
 

















































   
+
 %"  




















   
 

   
 	
     
  









  9 












     
 
   
 
	       
 













   




*   




	   
 

   
	   

   ( %  












    
               






   
    
* 
  	  










   

 	, 
/% ;%; 9 
  
 
       <

     
 !     /   
    
    	 





   	
  	
 
























	    
 
  * 
   
 





   

)   
 









    

  
  (  







=   














   
  %1  / >	   
    ) 
   
 





   
  

  '  4 
* ,   





 !  , 
     
 
 
 * 	   

 9






    
 
  
   
    






   ! 
 
     

   3 /   
    3 4
! 	  3 & 
 

)  # 
	  




   !   3 
 1    





	   

   
	  

   
         +  3 ?  , 

  





!   
 
      














   
	       
 
   




































!           	
     A
* 
  Æ    
  	

        	






 !     




     '       
 
  ( 
     
 
  '        
 
  (  
      
 








   

  +
            
 
       
 
         
 
     $  

          
!  
     	




                  


        <
    


'        
	  # 
	
   	












 &           
            
     
        	 
     
  
           $  

     

 *  
 !                   ,
  !           	
    
 * !    " 
 
         
*       	
    *  
   
5
    * C 	
      

     @  	
      
*    






















    

  D /%
 	   	        
    	    
 
!  ,  
   
   
 
*      *
   
 	               
     
 	      " 
 
 
  	   
    
   
	  





 	     






 	        

 		 3  





      
    ! 
 




    





     
   ! 	

















     







 	      
 		 3         ,  
      




'        ,  =  
   
	  
    
	 	
   
	             

	      
      
   

    
   
     7
	  
   

          	
   " 
  Æ        













'    	
  













































	   
Æ  
   
    





            

 
     9







     ; % 







	      * 

















             





*   "
  
  
      		
   

   ; %   	
 

































  Æ     

     

 
  Æ    3        Æ 
      
  !         	














        

 "




    
=
   

   

    	
 	 D   




      

   
	 
 














   

	
        	
   
   	   	

 
     
 		   










































(                 
 
   Æ

   











 (                 Æ
 
   

   






      





      +













   Æ

 +
  Æ         
 Æ 





        
 

*   Æ 






























 @,  








     
 
  *   , =    







  ( 
 
 
    
 
   Æ
 





   	   Æ        




   Æ
 
  "   





 		 =       Æ              =
! 
 































=   ,  Æ 


  Æ 


























   


     9 
       
 	  
   	
      	 	       	

 	










  ! 	 
 
 Æ
     Æ      Æ

 
    Æ  
 

     
	  	
       
    Æ         

 
 Æ  
  

























       

   Æ

 






 =  

   










    Æ 


    

























!      





      
 




   	
 Æ   
   	
      
      
 
  &
 	          	
     
 	







     
 		 5












    Æ     
5	




     


    7
   

  	  Æ  
 
  7
 40  

  
   


















  9   	   Æ  
 
 = 
 ,    

 

















   7
 





   
 














  %  
 %%% 







 &4  
     
   
  
    * 

)      # 

	     
   

   
 ,
 ( # 







          

    


    	
 
 
   #   
    ,        
 #   
              !  #








     "  
 	           
 	 
B *   





      "  
 	           

	    
 





	   " 
 
       
 " 	
       
          
,    
 ,  (           $

	






	    
  #         =










  %&     !	
  	
  
 %&        
 
    " 
  
  "           

 		 =     
 *    
  '
                  
,   =               3  





         =       
 ,    

     
    3  
   

   





  =        "          













	   " 
 
 
 *    *   
*    
 

	   !  ,   
 
 
!        	
   
 	







 		 '   
 

 *    
	 

*       
* '         ,     
     
         





        # 




		   = 44  A
* 
    



















































































































     
! 
	   Æ 

  




   
        	
    
   Æ 
  	     

Æ




   Æ 
    
 		 =  
           Æ      - 






  = 4% =        


   Æ

 









  Æ =          ( 	
   Æ


 ! 	   Æ 

 
       7
 41  

     Æ     Æ




@,        # 





	    Æ  
              Æ  
  

  Æ 
    ' 
 
   

































   Æ -
  
 
   =
44  7
 41 
    
 	  '	   	





   Æ














+ ,   
          
-        
.    	








9    









     *     %   Æ      Æ

































   
 







     !
 
   




   !  Æ





      ! <	
    
" 
	   !  Æ

  %   Æ































      




 $  
























































































    
Æ
 
   Æ
 


















    Æ     ' 

             
    
+       
 
       
  









     Æ
         
%+&  %-& 9 = /4
%-&  %.& 3      *           , 	
 
   
           9
= &%       # 
	
%.&  %)& 9 = &&
   
	
B          	 	
  










    
                

 
      %& 	0 
 . 	/%4 / 	

 
    
         	










   1 ? /;
%E         , 
 
 
 %; '    	 

     & 

	     8    
)     5,

 8 




   -
 




    	 
 	 
 &'    	
%%















     
    
 	     # 
 
  <
  	  

)  




 . 	%%%;   

    . 	/4  
 
  +
                    





  # 

   
  "
  +
         "
 #      
             
 $      
             











 . 	/0 <	
   
 
 *   
   , =     ,
   
 0%  

   
   % 
  	
  0   	
        
 	
   %  	
     
1	
#
      	 	
   
 	






 		 =                   
   5 &       &   ' &        # 
 $ '
&     #&  &$  

     
   

       
 % 5	
  %   	
 % 
	 




      
  
   

 " 
        Æ         
 '










   Æ
 
    
 ' Æ  '

Æ 
      
   

*   "
          	
 
 Æ
    ' Æ
1	
#
          
 Æ




 		 =    Æ 


     
 





          
 
   Æ
 
 +








 '     

      Æ

 ! 











 "    

       Æ
 
    












        
 





  Æ         Æ  










     
    "
Æ  
 ,                '








'	   
 ,




   

 '    
  	 
  

    
 










































Æ ! 	 	

















	        
         *   
	
  ,  = ,     
 #










   Æ 0
 #



















   
 
 =   ,                      

   
 
 
        !      ! 	  
   














     
  
 
       
 
$ 
   ! 	     $  
 
   Æ    
 
  	
    

 #






    
 

  3 Æ

 






     

      ! 




    

               7
 
 40$   




 #        
 Æ           Æ







































 	   %     
 		   






Æ            Æ

 























   
   ; Æ
 
 Æ  
 
   
 
 
'   

    





	    
 
    
 






























   
 


































   
 
     ,    Æ    (
 
 








































*   Æ







   Æ

 !     




   ;    










     :%
    (  %)& %*&  %+&    
 Æ 




   ;    





 *   	    
          "
   
 
     Æ  Æ
     Æ  Æ  
    
   "      "    
 
 
   Æ  Æ'     Æ  Æ
     





     
 
  
 +       	
        	    
  

  Æ 
   Æ
%&




Æ             

 
              	    
   
      
 Æ           Æ

   Æ
 
 0






   
 
   Æ

















   %      Æ
 





3    
























   Æ  
 
  
  %  

  Æ  
 





   
 
   Æ
9      5


            
      
   
       
















  	  
     7
 0%0
        	
       	  
 
   
 #  
 
   
 
 
 		 ' #         
 
   
 
 
       
'  
 = 0%;  
 





   
 




   
	
 





   
 
   
 
$
(       # 
	  
 ,  
            
  , =    
 (  
        	
         
 
   
 $  
 
   
 
 
 		 =          $       
      
       3  = 44         * 
 = 0%;    
 
   
 
















 !  	 
 
   
 
   
 
   
 

        # 
	 < 
 






 	   	





  = 0&        
 % 
  
    
  %  
 
   
 
  ' #
   = 0%4 ' $     = 0%&
%0
-




        	
            
  	 	  Æ       Æ 
 
     
 
 
   Æ 
 $
 		 =  Æ    Æ" 











 =         
	    




   Æ
 
 =   
 
  , 	   
     &      &
 
 &   ! 	   
 





'   &      
 











 <   &  &   ! 	 

 $&
'       &    &
 
 &  Æ  
 
   Æ  &   
# 
	
 	 )  	 	
           

 		 '        # 
	 . 	//;   # 
 




   ( "  
 
   
 ,  
       (    (  ( 	
 
!   "    
 
  " Æ  (Æ 
 Æ    
  ( # 

    Æ
 
 Æ  Æ     

   '   
  "  Æ 
   Æ  
 Æ  (Æ  (  $  Æ  Æ#  = 0?




    Æ'

    Æ  Æ 
Æ$  = 0%1  

   Æ
B  
   
 # 
	 . 	//; 
     
	 
  
    
"
! #     	 	
   
 	
    	

 









  D  . 	/1&    
	 

    B     
	  Æ
 
     ' Æ   
 0%.    

) 
     

    
  & 5   
    (



































 %   '
 3    

























! *     	
   
 	
      

 "   
	
  "    
 













    
  











      
 10       

              
	  	
    
	
-
	     
 
            # 
	 
         Æ          Æ  !     
	"
 	           
          
	         
 		 9 7
 &0         *   
         5

 /1
!         
	   
     !
 ,  

      
        ,
=  
	     


        	
    
   Æ        
     Æ   Æ  























	          
	 














































   Æ

 




   Æ = 
















 41     

   

 ' 
   

 Æ    Æ
   

 ! 	 

   

  
    
=   




        -
	   , 7
 * "     # 

	   7
 &0           *
     
   
            
	 
 































   
   F  G
-



































































9    


































































 '    =
1/    F

 Æ  H

   H
 








   G

 Æ  H

   H
 




































 	      	
 
  		




 		 3  






  = &/  
	   FG  H  


































































































































































  	  
    I  FH   








 1&     
  

	   
 	
  
!           
         
   	         
!   ,  

)      
 0%E
     
   
!        	
   
 	       	         
 		 3       
 0%E 
     
 
  "    
 
 B 
 = &&   	














  ( 
 	





   ) "       
 
 

























   
F
  
   F

  ) F  

    )   
 
    

 
  ' 
%.
@,  
	  )     
       






































































   ) F 
F

 ) H  H
  
























   *
 
     
   *
 









       H
  
   F

 5(
) H  H
  
   F

  ) F
' 

    ) H  ) I             

 
   I
  
   
 
   F

  # '    =
0%4 




   
 
   I
 
   ) I 





















9      ) *F

  ) I
 
 










  @ 
'    ,  





            	 	     
   











   







     

      
          
      	




 8   8    

 B




  9 
"  
 
  9 
    

      (   
 
   
 





 	 )     
  	 	 	        
 
		
   
 
	     	  	        





   
   

       


'   
   	   
   

     *   
     
          %        











	 #        
+

















 : %   
    

 






 	 )  

 
   		
 	





&     











 		    

  















'    
    ,

  , 
















* ,   	
    




   

   

  : % '      	
   
 


















 ,  






     




     *   




   
 /   






  /      
 4&/% ! 

*
   	    






    
    
     	


  4 6
 










    

   #	  
  #	$   
 
    '  

    #	
/;
 
 ,           
 













     : %    
   	
     

   

  : % 
 ,        : % 
'      















 ,  ( 	
    

 
     

   
     %   ( ,    




























    







   (	    (
    
1  ?4( '	     /    
 
  	  
































     %  




















































     
2
 : % 
2
 : % '  
2










     
(       






	       
  #"  

	
   

   
   

   
    
 
   
 	
    
  





       

 







   	  

























   





   











   
2
















    %  4
/%
! 	  

  	
 ( /     4 ! 
  	
   	     





 , %4 	/4
5
2












       



























  %        





































































































































  Æ ,

  1 





 ?/  
  
	 
	   

      

























 '  
  * 

        






 	  
 
   	   
  


















 		 ! 
  
          
     (	
 

    






           
 
      
  (  .   
    

        ! 
 








B   
  # 

 C    (  











    # 





   #  








   # 
 
  	    ,

C   : %  / 0 
 / 0 
 
     

 




  (	" 
 




C C  :%  / 0
/ 0  





   ( 
 	
   ,

      

     
	  : %
B
*  
 /  0  1  	  :% / 1      :%
/ 0 




   
   

  / 0    
  : %  / 0       




      	
  

  8  / 0 0 1   


/ 1   

8     8  /  0  1  / 1   

 / 0   


 0 1   

 3 / 0        




 / 0   




     
   





























   
	     

	







    
 












     
 






 (  7

  %? 	E 
,   , 7
   
	 
 7









 :%  %  0  
 &     










 ?1   
	     , 
 

    





  %% / 0   
 	   	
     %      
 
     








   
 
 	
    

 =        %      %    
  
* 	








   , 

  





















 ))       	    
 	   
 

















   

 









   
* 	
 5  




















       
  
  =  


































   


































   














       "      





























    
 )#       
 	
)      	  	     

: % 







   







   











   













































*      	  	   
   

: % 
    	










   













   













































   













   



















































  0 7
 &  0 
   
  
=
'    
* 	





   +
  
	 =   "
/0

















 )+  	     	   	     
 	
 




       
# 
"     

 









    	
    
 Æ 
      

*   

     














     
          

  ' 

      <	

   






 		 	  			
 45 +
  	
       
 
 
	   
  
* 	




















    






























     
 +

 : %  +

 : %     '    
	   
  

       






































       
* 	
   





















































   

   






    #" 	    
 
 	















   ( 
*
	
       	
 
	         
! 
   	
           C
K

























 =   
 
K





















































































    









 &  



























































































































 =     '


      







 !   





 =  
     	





















    











   
  	    	














   

















































































































































=      
	       
       	
    
  
 '     
	
 
	   

   
 ,    
  !/ / %   

    / 	1  

 
   =  
  
    

      





   /


















  !    ,     
 
  
   
 





 % =   ///001  /0/01    ///001  //010
        
             
 




*   
!/ / %    

   @  
 
  '   #







     
   Æ
  
   

























 /"          !/ / %          
#!	
% L M 
	 M  A
	 M '  	 N 
	
  	, 
 	 6 %?4 % /;;4 %8&E
/ 6 L 9 A 9
*C     @  

J	
 4/ % %EE& %%08%&&
4 @ 5
     
   '
 N 

5 %; & /;;; &.%8&.E
& @ 5
 5 = 5  7 9
 6 6




  	   6 44 % /;;& ?%8
E&
0 @ 5
 5 = 5 7 9
  
  
 "  





1  D 5

)     
  

    
  5 N 6 4% % %E?E 1E8?.




 %0 % %E./ E;8E&
. B +
 N NQ)* N 9 @ +
























   
 
 J	
 &0 /;;% %%?8%4&
%% 3 < D  
 7
  	"   
 
   
 

   





  %4 %E?/ ?8%4
%/ 9 NO ' B	 = 	
 	
   

	
 7 N 6 ./ / %E?E &148&?.
%4 S =  
  
 




 %.& / 4 /;;4 /0?84%;





 6 3 %?& %E?/ %8&4
%0 N 9 @  
   	
    

J	
 /? & %EE; 0/%80&4
%1 6 <  @ - 
   
   T(	 
U   6 / &4 %E&/ //48/&4
%? @ B = 




 /% & /;;&
4%084&& /;;0
%. = 3 -  #  
   
-

 /& 4 /;;? %008%?E
%E 6 M 3	 -   




  = && & /;;0 /?;8/.0
/;  J
(







 . % %E?. &080.
/% A 6 V
 =
  7 @ %0/  A
  ,  6 
 3

 M
 @ S
* %EE0
/E
